>

NOTA

SOBRE LA SITUACION DE ALGUNOS
PUNTOS.

LA RECTA DE EULER.

1.- EL CIRCUNCENTRO equidista de los vér-
tices del triangulo.

ler. Caso.- Dos tridangulos son iguales cuando
tienen dos lados respectivamente iguales y el
angulo comprendido entre éstos es igual.

2do. Caso.- Dos triangulos son iguales cuando
tienen un lado igual y los dngulos adyacentes a
estos, respectivamente iguales.

3er. Caso.- Dos triangulos son iguales cuando
tienen sus tres lados respectivamente iguales.

2.- EL INCENTRO equidista de los lados del TEOREMAS DERIVADOS DE LA IGUALDAD DE
triangulo. TRIANGULOS
En virtud de la igualdad de triangulos, se demuestra
3.- El EXCENTRO equidista de los lados del los siguientes teoremas:
triangulo.
TEOREMA 1.-

RECTA DE EULER.-

En todo triangulo, excepto en el equildtero, el
“ortocentro”, el “baricentro” y el “circuncen-
tro” estdn situados en linea recta (recta de
Euler) y la distancia del ortocentro al baricen-
tro es el doble de la distancia del baricentro al
circuncentro.

OBC: recta de Euler
N OB = 2BC

O: Ortocentro

B: Baricentro

C: Circuncentro

IGUALDAD DE TRIANGULOS

Para determinar la igualdad de dos triangulos, bas-
tard establecer la igualdad de tres elementos, a condi-
cion de incluir en ellos, por lo menos un lado. Si esta
ultima clausula no se cumple, se llegara solo a la
semejanza de triangulos.

Si por el punto medio del lado de un triangulo, se
traza una paralela a otro lado, dicha paralela
pasara por el punto medio del tercer lado y su
longitud sera igual a la mitad del lado al que es
paralelo.

Si M = punto medio de ABy

MN // AC = N = punto medio de BC
B

TEOREMA 2.-

El “baricentro” o “Centro de Gravedad” de un
triangulo divide a cada una de las medianas en la
relacion dos es a uno.
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A ABC:| QA _OB _OC _ 2

OF OD OE 1

TEOREMA 3.-

En cualquier trapecio, la mediana es igual a la
semisuma de las bases; y el segmento que une los
puntos medios de las diagonales es igual a la

semidiferencia de las bases.

D C
MN = DC + AB
2
EF - DCZ- AB

SEMEJANZA DE TRIANGULOS

Dos triangulos son semejantes cuando tienen sus
angulos respectivamente iguales, y sus elementos
homologos son proporcionales.

Se llama elementos homologos a a quellos que se opo-
nen a angulos iguales, comparando ambos triangulos.

Los casos generales de semejanza de triangulos son:
ler. Caso.- Cuando tienen sus 3 angulos iguales.

2do. Caso.- Cuando tienen un angulo igual, com-
prendido entre lados proporcionales.

3er. Caso.- Cuando tienen sus lados respectiva-
mente proporcionales.

TEOREMAS DERIVADOS DE LA SEMEJANZA DE
TRIANGULOS

TEOREMA DE THALES

Toda recta, paralela al lado de un triangulo y que

corta a los otros dos lados, determina un triangulo
parcial, semejante al total y reciprocamente.
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Si: MN // AC
B
= A ABC~ A MBN
M N
C
Luego:

AB _ BC _AC
BM BN MN

TEOREMA DE MENELAO

Toda recta que corta a los tres lados de un triangulo
determina en estos, seis segmentos; siendo el pro-

ducto de tres de ellos no consecutivos igual al pro-
ducto de los otros tres.

B

C

A ABC: | AF .BE.CD=BF.CE.AD

FD: recta que corta a los tres lados.

TEOREMA DE CEVA

Las rectas que pasan por los vértices de un triangulo
y son concurrentes, determinan en los lados de éste,
seis segmentos; siendo el producto de tres de ellos no
consecutivos igual al producto de los otros tres.

B
)
1
1
1
1
1
D\ \ L E
-
L
N ~
- -
- \ ~
--" 1 T
-
A P 1 = C
F
A ABC:

AD.BE . CF =BD . CE . AF
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RELACIONES METRICAS EN EL TRIANGULO
RECTANGULO

En cualquier triangulo rectangulo, se cumple las
siguientes propiedades:

1_1

+1_
h28 s aziic2

RELACIONES METRICAS EN EL TRIANGULO
OBLICUANGULO

10

20

30

40

La altura relativa a la hipotenusa, es media pro-
porcional entre los segmentos que determina
sobre ésta.

Cada cateto es media proporcional entre la
hipotenusa y su proyeccion sobre ésta.

La suma de los cuadrados de los catetos, es igual
al cuadrado de la hipotenusa; es el teorema de
Pitagoras.

El producto de los catetos es igual al producto de
la hipotenusa por la altura relativa a ésta.

B

1° h =—mn—|

20 T

30 e ——1

40 —~ EF——

TEOREMA .-

En todo triangulo rectingulo, la inversa del
cuadrado de la altura relativa a la hipotenusa es
igual a la suma de las inversas de los cuadrados de

los catetos.
B

ler caso.- En todo triangulo acutangulo, el cua-
drado del lado que se opone a un angulo agudo es
igual a la suma de los cuadrados de los otros dos,
menos el doble producto de uno de éstos por la
proyeccion del otro sobre el que se ha tomado.

;

c E a
e LL
I b 1
AABC: | a’=b?+c*-2bp
AABC: | ¢*=a%’+b*-2bm

2do. Caso.- En todo triangulo obtusangulo, el
cuadrado del lado que se opone al dngulo obtuso
es igual a la suma de los cuadrados de los otros
dos mas el doble producto de unos de éstos por la
proyeccion del otro sobre el que se ha tomado.

B
E a
ooc
W
H p A b C
AABC: | a?=b%+c?+2bp
TEOREMA .-

Conocidos los tres lados de un triangulo: a, by ¢
siendo “a” el lado mayor, el triangulo sera rectangu-
lo, acutangulo u obtusangulo, respectivamente, si:
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1) a?=b?+c?
)
:

RELACION DE LADOS CON LA MEDIANA

A rectangulo
A acutangulo

A obtusangulo

En un triangulo cualquiera, la suma de los cuadra-
dos de los lados que concurren en el vértice de don-
de parte la mediana, es igual al doble del cuadrado
de dicha mediana, mas la mitad del cuadrado del
tercer lado.

A
— 2
A ABC: | a2+ c?=2BM?+ bT
TEOREMA AUXILIAR.-

En un tridngulo, la diferencia de los cuadrados de los
lados que concurren en el vértice de donde parte la
mediana, es igual al doble producto del tercer lado
por la proyeccion de la mediana sobre éste.

a’?—c?=2bp

TEOREMA .-

En todo triangulo, la suma de los cuadrados de las
tres medianas es igual a tres cuartos de la suma de
los cuadrados de los lados.

A

A ABC:

AF? + BD? + CE? = % (AB? + BC2 +AC2)

RELACION DE LADOS CON ANGULOS : 30°,
60°, 45°

1.- En todo triangulo rectangulo de angulos 30° y
60°, se cumple:

a.- El cateto que se opone a 30° es igual a la mitad
de la hipotenusa.

b.- El cateto que se opone a 60° es igual a la mitad
de la hipotenusa por la raiz cuadrada de 3.

A ABC: 30° - 60° - 90°

A
60°
30°
B C
a) AB = AC
2
» |Bc- A(;\/?

2.- En todo triangulo rectangulo isosceles, cada cate-
to es igual a la mitad de la hipotenusa por la raiz
cuadrada de 2.

A

45°
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A ABC: 45° - 45° - 90°

AB=BC=

Acv2
5

3.- En un triangulo rectangulo de angulos 15°y 75°,
la altura relativa a la hipotenusa es la cuarta parte
de dicha hipotenusa.

A ABC: 15° - 75° - 90°

A ABC: | & -1
n

B 2do. Caso: BISECTRIZ EXTERIOR
c : a La bisectriz exterior de un triangulo, determina en el
'h lado opuesto, segementos proporcionales a los lados
E que forman el vértice de donde parte esa bisectriz.
A NT 15° ¢ c
b
A ABC:[= =24
a n
h-b
4 B
A
“1;\.
A el
c a  TTeeal
NOTA- w7 N T
Cuando se tenga angulos de 120°, 135° 0 150°, A Cl N \",D
es preferible trabajar con el suplemento: 60°, m : |
1

45° 0 30° de modo que éste sea el angulo de
un triangulo rectangulo convenientemente
construido, al cual se le aplica los teoremas
vistos anteriormente, asi:

A BEC: 30° - 60° - 90°

E
A

RELACION DE LADOS CON SEGMENTOS
DETERMINADOS POR LA BISECTRIZ

ler. Caso: BISECTRIZ INTERIOR

En un triangulo cualquiera, la bisectriz interior
determina en el lado opuesto, segmentos propor-
cionales a los lados que forman el vértice de donde
parte dicha bisectriz.

RELACION DE LADOS CON BISECTRIZ

ler. Caso: En un triangulo cualquiera, la bisectriz
interior elevada al cuadrado, es igual al producto
de los lados que forman el vértice de donde parte
dicha bisectriz, menos el producto de los segmen-
tos determinados por esa bisectriz en el tercer lado.

A ABC: ﬁz=a.c—m.n

2do. Caso.- En todo triangulo, la bisectriz exteri-
or elevada al cuadrado, es igual al producto de los
segmentos determinados por dicha bisectriz en el
lado opuesto menos el producto de los lados que
forman el vértice de donde parte esa bisectriz.
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A ABC: Ez=m.n-a.c

RELACION DE LADOS EN DESIGUALDAD

En un tridngulo, debe cumplirse que un lado es
menor que la suma de los otros dos lados pero mayor
que su diferencia.

b

A ABC:|b-c<a<b+c

TEOREMA .-

Toda linea poligonal envuelta es menor que la
linea poligonal envolvente que tiene los mismos
extremos que aquella.

C

A E

AG + GF + FE < AB + BC + CD + DE

Envuelta < Envolvente

CIRCUNFERENCIA

Circunferencia es una curva plana, cerrada, cuyos
puntos son todos equidistantes de otro que se llama
centro, situado en el mismo plano. Mas formalmente,
es el lugar Geométrico de todos los puntos que
equidistan de otro punto llamado centro.

POSICIONES RELATIVAS DE DOS
CIRCUNFERENCIAS

Las posiciones relativas de dos circunferencias son:
Exteriores, Interiores, Tangentes (exteriores e inte-
riores), Secantes y Concéntricas.

EXTERIORES
INTERIORES

TANGENTES EXTERIORES

TANGENTES INTERIORES

SECANTES
A
‘m [R-r<00 <R+t
‘b Ademis:
B AB = cuerda comun
AB 1 OO’
AM = BM
CONCENTRICAS
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CIRCUNFERENCIAS ORTOGONALES

Son dos circunferencias secantes cuyos radios son
perpendiculares entre si en los puntos de interseccion.

RAar

CUADRILATERO INSCRITO A UNA
CIRCUNFERENCIA

Es todo cuadrilatero cuyos vértices pertenecen a la
circunferencia y se cumple que los angulos opuestos
son suplementarios.

C
B
A
D
[]ABCD: | B + D = 180°
A +C=180°

CUADRILATERO INSCRIPTIBLE A UNA
CIRCUNFERENCIA

Es aquel cuadrilatero cuyos vértices pertenecen a una
circunferencia, si y solo si su angulos opuestos son
suplementarios.

Por ejemplo: El cuadrado y el rectangulo.

CUADRILATERO CIRCUNSCRITO A UNA
CIRCUNFERENCIA

Es todo cuadrilatero cuyos lados son tangentes a la
circunferencia. En estos cuadrilateros se cumple que
la suma de los lados opuestos son iguales.

A D

] ABCD: |AB + CD = BC + AD

CUADRILATERO CIRCUNSCRIPTIBLE A
UNA CIRCUNFERENCIA

Es el cuadrilatero cuyos lados pueden ser tangentes a
la circunferencia, solo sera posible si la suma de los
lados opuestos son iguales.

Por ejemplo: El cuadrado y el rombo son circun-
scriptibles.

PROPIEDADES DE LAS TANGENTES

TEOREMA 1.-

Las tangentes trazadas desde un punto exterior a
una circunferencia, son iguales.

B

TEOREMA 2.-

Las tangentes comunes interiores a dos circunfer-
encias, son iguales.

A

D

®
:

B

C
AB = CD

TEOREMA 3.-

Las tangentes comunes exteriores a dos circunfer-
encias, son iguales.
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A Cc D

A ABC: |2p=2AE=2AD

TEOREMAS FUNDAMENTALES EN LA
CIRCUNFERENCIA o: p =AE=AD

TEOREMA 1.-
donde: 2p = perimetro

En todo tridngulo rectdngulo, la suma de los cate-
tos es igual a la suma de la hipotenusa mas el
diametro de la circunferencia inscrita al triangulo.

p = semiperimetro

LINEAS PROPORCIONALES EN EL CIRCULO

B Se presentan tres propiedades o teoremas:
¢ a TEOREMA 1.-
Si dos cuerdas se cortan dentro de un circulo, el
producto de los dos segmentos de una, es igual al
T producto de los dos segmentos de la otra.
A C B
| b | C
I 1
TEOREMA 2.- D
En todo triangulo, el producto de dos lados es A
igual al producto de la altura relativa al tercero
por el diametro de la circunferencia circunscrita. Punto E: |AE . EB = CE . DE

TEOREMA 2.-

Si desde un punto exterior a un circulo se traza a
¢l una secante y una tangente, la tangente es
media proporcional entre la secante y su parte

externa.
Punto A: | AB>=AD . AC
B A
TEOREMA 3.- (@)
El tridngulo exinscrito a una circunferencia, tiene C
por perimetro el doble de una de las tangentes de
los lados prolongados, excepto el lado tangente. D
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TEOREMA 3.-

Si desde un punto exterior a un circulo, se traza
dos o mas secantes, el producto de una de ellas y
su parte externa es igual al producto de la otra y
su parte externa.

C—/—/—""08B

D

Punto A: AC.AB=AD . AE

POTENCIA DE UN PUNTO

Se define potencia de un punto, con relacion a una
circunferencia de centro O, a cualquiera de las sigu-
ientes afirmaciones:

1.- Al cuadrado de la tangente trazada desde ese
punto.

. —2
Potencia A(O) = AB

2.- El producto de la secante (trazada desde ese
punto) y su parte externa.

Potencia A(O) =AC . AB

3.- Al producto de los segmentos en que dicho punto
divide a una cuerda.

Potencia E(O) = AE . BE

La forma general de potencia se expresa en fun-
cion de la distancia “d” del punto al centro y del
radio “r” de la circunferencia.

O

Potencia A ) = QP = i

OBSERVACIONES SOBRE LA POTENCIA
DE UN PUNTO

1.- Cuando el punto es exterior, su potencia es
positiva, ya que: d > 1.

2.- Cuando el punto es interno, su potencia es
negativa, ya que: d < r.

3.- Cuando el punto estd en la circunferencia,
su potencia es nula, porque: d = 1.

LUGAR GEOMETRICO

Lugar geométrico es un sistema de puntos o conjun-
tos de puntos que tienen una misma propiedad.

La mediatriz de un segmento de recta, la bisectriz de
un angulo convexo, la circunferencia, etc., son casos
de lugares geométricos.

EJE RADICAL

Es el lugar geométrico de los puntos que tiene igual
potencia con relacion a dos circunferencias dadas.

El eje radical es una linea recta perpendicular a la
linea que une los centros.
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POSICIONES DEL EJE RADICAL

Cuando las circunferencias son:

SECANTES

A
A
B

E.R. cuerda comun AB

TANGENTES EXTERIORMENTE

rc

E.R. tangente comun

E.R. tangente comun

EXTERIORES
E.R.

INTERIORES

TANGENTES INTERIORMENTE

JIE(

Notese que si las circunferencias son concéntri-
cas, no hay eje radical.

PROPIEDADES DEL EJE RADICAL

1° El eje radical de dos circunferencias exteriores esta
mas cerca al centro de la menor que al de la mayor.

2° El eje radical de dos circunferencias es el Lugar
Geométrico de los puntos, desde el cual se puede
trazar a las dos circunferencias, tangentes iguales.

3° El eje radical de dos circunferencias pasa por los
puntos medios de las tangentes comunes.

OBSERVACION:

En las propiedades 2° y 3°, hay que considerar las posi-
ciones de las dos circunferencias, a las cuales se les
puede trazar tangentes comunes inferiores o exteriores.

CENTRO RADICAL

Es el punto de interseccion de los ejes radicales de
tres circunferencias, tomadas de dos en dos. Los cen-
tros de las circunferencias no estan en linea recta.

P = Centro Radical

0O

y \
N\

El centro radical, es el punto desde el cual se
puede trazar a las tres circunferencias, tangentes
iguales entre si, y es el centro de circunferencia
ortogonal a los tres.

No se cumple si las tres son secantes, entre otras
posibilidades.

MEDIA Y EXTREMA RAZON DE UN SEGMENTO
O SECCION AUREA

Un segmento esta dividido en media y extrema razon,
por un punto, si la parte mayor es media proporcional
entre la parte menor y el segmento total. Es decir:
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AB?=AC . BC

° ° °
A B C

A la parte AB, se le llama seccién durea o seg-
mento aureo, cuyo valor es:

=AC(V;-1)

2

AB

El ntiimero dureo es:

= AB=AC.n

DIVISION ARMONICA DE UN SEGMENTO

Se dice que un segmento “AB” esta dividido armoni-
camente por dos puntos (C y D) tal que uno “C” le
pertenece y otro “D” estd en su prolongacion, si se
cumple que:

AB _ AD

BC BD
® *—0---nnnna- ®
A B C D

A los puntos: A, B, C y D se les llama: “cuaterna
armonica”; siendo C y D los conjugados armoni-
cos de A yB.

HAZ ARMONICO

Es todo sistema de cuatro rectas concurrentes que
pasan por una cuaterna armonica.

OA, OM, OB, ON: rayos del haz.

OM y ON: rayos conjugados respecto de OA y
OB, reciprocamente.

O

TEOREMA .-

Los pies de las bisectrices interior y exterior de
un triangulo son los conjugados armoénicos de los
vértices del lado respectivo.

Se cumple:
AD _ AE
DC CE
B
K&
Tana Tl
BB T
A LN T E
D C
POLIGONOS

DEFINICION Y CONCEPTOS

Son las figuras geométricas formadas por un conjun-
to de segmentos de recta uno a continuacion de otro,
en un mismo plano, llamados lados que cierran una
“region” o area. El punto comun de dos segmentos
consecutivos se llama vértice.

Los poligonos pueden ser: regulares e irregulares.

Son regulares aquellos que tienen sus dngulos
iguales, lados iguales y son siempre inscriptibles
y circuncriptibles a una circunferencia.

Los irregulares, no cumplen estas condiciones.

ELEMENTOS DE LOS POLIGONOS
REGULARES

360°
o =
n n

S, =180° (n - 2)

180° (n - 2)
n

i=

_n(n-2)
L)

S, = 360°

- 120 -



VALOR DE LOS ELEMENTOS DE LOS
POLIGONOS REGULARES

Angulos centrales, lados, apotemas y dreas de los
poligonos regulares en funcion del radio de la cir-
cunferencia circunscrita.

TRIANGUIO EQUILATERO:
B
VAN
A A RN AN
/ / N\ AN
[ 1/ N\ \
[ / AN
D | /7 O®L " \
\_/ PISAN
\V4 AV
. L . . A P ZC
O = centro de la circunferencias inscrita y cir- ~ 7
cunscrita.
o = dngulo central o = 120°
n =numero de lados
, . [=R\3
S, =suma de dngulos internos
i =4ngulos interior I Ap = R
2
L =longitud del lado del poligono
N, =namero total de diagonales 1 S = 3RAN3.
. . o . 4
R =radio de la circunferencia circunscrita
r =radio de la circunferencia inscrita = Ap
. CUADRADQO:
S; =suma de angulos exteriores
Ap =apotema =Tt vy ——F
n-2 =numero de triangulos que se pueden trazar 7 R AN
desde un solo vértice. '/ A
| Ovye——
n-3 = numero de diagonales que se puede trazar { - 7
desde un solo vértice. A —E L
AN /
CALCULO DE LOS ELEMENTOS DE LOS — - =
POLIGONOS IRREGULARES
o =90°
S, =180° (n - 2)
1=R\2
S, = 360° ——  Ap-RV2
2
n(-3) 1 S = 2R?
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Ap=51512£i

4

S_SRZ\/10+2\/;

8

S=2rR2\2
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——
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o = angulo central

I =lado
Ap = Apotema = OP

S = superficie = drea

10

20

NOTAS.-

1.- El lado del decdgono regular, es la seccion
aurea de un radio que se encuentra dividi-
do en media y extrema razon.

. R(V5 -1)

10 5

2.- El lado del pentagono regular es la hipote-
nusa de un triangulo rectangulo, cuyos ca-
tetos son el lado del exagono regular y el
lado del decdagono regular.

AABC: I = \llé + lfo

3.- El drea de un poligono regular se puede
calcular ast:

n pn : Apn

2

Donde: “p ”, el semiperimetro y “Ap " la

apotema, del poligono de “n” lados.

CONCLUSIONES SOBRE LOS POLIGONOS
REGULARES

El angulo exterior de un poligono regular y el
angulo central son iguales.

El angulo interior de un poligono regular y el
angulo central son suplementarios.

De dos o mas poligonos regulares, el que tiene
mas lados, posee menor angulo central.

Un triangulo isosceles puede ser el elemento de
un poligono regular, siempre que su angulo desi-
gual sea un divisor de 360°; siendo el cociente ob-
tenido el ntimero de lados del poligono.

En ese triangulo se cumplira:

a.- El angulo desigual es el angulo central del
poligono.

b.- El vértice del angulo desigual es el centro de
la circunferencia circunscrita al poligono.

c.- Los lados iguales son los radios de la circun-
ferencia circunscrita al poligono.

d.- La altura relativa a la base es el apotema del
poligono.

e.- La base o lado desigual es el lado del poligono

regular.
o
R R
Apn
A WC
|~ |
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AREA DE LAS REGIONES PLANAS
REGION

Es un espacio plano llamado “area” limitado por seg-

mentos rectilineos llamados “lados”.

()] DL D AN

CIRCUNSCRITO “R”:

B

A

EN FUNCION DEL SEMIPERIMETRO “p”:
B

A

| S=\/p(p -a)(p-bp-o |

Donde: p ==

¢

EN FUNCION DEL RADIO

Sa.b.c -
4R

|

©
N N N ) () R ADIO N )
“r” Y EX-INSCRITOS
R SE VrR1R2R3 I

S = superficie o area

B = base (un lado)

H = altura

L =lado

P = semiperimetro

2p = perimetro

R = radio del circulo circunscrito
r = radio del circulo inscrito

a, b, ¢ = lados del triangulo
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RELACION DE AREAS DE TRIANGULOS

N
B y Z
1.- Si dos triangulos tienen igual altura, sus areas son
entre si como las bases respectivas. M
SA _ABC _AC * P
A C

SA DEF DE

B F PROPIEDADES DE LOS CUADRILATEROS
1° TEOREMA DE EULER

h En todo cuadrilatero, la suma de los cuadrados de
A E sus lados es igual a la suma de los cuadrados de
C D sus diagonales, mas cuatro veces el cuadrado del
segmento que une los puntos medios de las diago-
2.- Si dos tridngulos son semejantes, sus dreas son nales.
entre si como los cuadrados de sus elementos
homologos. a’+b*+c?+d?=d + d2 + 4MN?

S A ABC a2 b2 &2

SADEF 4 & ¢f

B E
d
c a
D . F 2° TEOREMA DE PTOLOMEO (1)
A C En todo ccuadrilatero inscrito o inscriptible a una
b

circunferencia, la suma de los productos de los lados
opuestos es igual al producto de las diagonales.

3.- Si dos triangulos tienen un angulo igual (comun)
o suplementario, sus areas son entre si como los B C
productos de los lados que forman ese angulo
igual (comtn) o suplementario.

AB.CD +BC.AD =AC.BD

SA ABC _AB.AC
SA MBN BM.BN A D

B C
M 3° TEOREMA DE PTOLOMEO (2)
M
En todo cuadrildtero inscrito o inscriptible a una
circunferencia, las diagonales son entre si, como la
DN suma de los productos de los lados que concurren
A CA B N

en los vértices que forman las respectivas diago-

TEOREMA - nales.
El drea del tridangulo cuyos lados son medianas de B C
un tridngulo dado, es igual a los tres cuartos de
area del triangulo dado. AC _ AB.AD +BC.CD
BD AB.BC+AD.CD
3
SA MNP == SA ABC A b
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4° En todo cuadrildtero, si se une consecutivamente B, b, C,
los puntos medios de los lados del cuadrilatero,
se formard siempre un paralelogramo cuya drea es
la mitad del area del cuadrilatero.

S ABCD
S ] MNPQ = 5 ] ABCD
N C
B
a b c d AC
M P e
al bl Cl dl AICI
A D . .
Q (2) Las dreas son entre si, como los cuadrados de

los elementos homologos.

5° En todo trapecio, si se une el punto de un lado no

paralelo, con los vértices del otro lado no parale- S a2 b2 2 @
lo, se formara un t.rléngulo cuya area es la mitad S 2 b e a
del area del trapecio. 1 1 11
SACMD = o TRl
AREAS DE LAS REGIONES CURVAS
B c CIRCULO:
M S = R?
e S. nD?
4
A D

D = diametro
SEMEJANZA DE POLIGONOS

Para que dos poligonos del mismo numero de lados SECTORIGIRSEE

sean semejantes, debe cumplirse dos condiciones:

amR?
1.- Que tengan sus angulos respectivamente iguales. A S mion = 360°
2.- Que se les pueda descomponer en el mismo nu- @4
Q b P B a = angulo central

mero de triangulos semejantes.

Satisfechas estas condiciones de semejanza, las rela-

ciones métricas de dos poligonos semejantes son: SEGMENTO CIRCULAR:
B b C

= S

seg secAOB ~ ~ A AOB

A B
N
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* Tres caras o planos:

CORONA CIRCULAR: ASB=a :BSC=b : ASC = c

* Tres diedros o aristas:

% S-n(R-1) SA ; SB: SC ( o simplemente A; B; C)
* Un vértice:

g T (D% -d%)
B 4 El punto “S” donde concurren las tres caras o las
tres aristas.

D = diametro exterior
TEOREMA 1.-

= diametro interior .
e e En todo triedro, una cara debe ser mayor que la

diferencia de las otras dos, pero menor que la

TRAPECIO CIRCULAR suma de las mismas.
'Q S=@-@ b-c<a<b+c
? 360°  360°
“ D TEOREMA 2.-
S= T 3600 En todo triedro, la suma de sus caras es mayor
que cero grados, pero menor que cuatro rectos

LEYENDA: O<a+b+c<2m

S = superficie o area Este teorema es aplicable también para todos los

. ) angulos poliedros distintos al triedro.
S A = superficie o area del triangulo

TEOREMA 3.-
S = superficie o drea del cuadrilatero

En todo driedro, la suma de los dngulos diedros es

R = radio exterior .
mayor que dos rectos, pero menor que seis rectos.

r = radio interior

nt<A+B+C<3m

D = diametro exterior

d = diametro interior S

S... = superficie o drea del sector circular

S = superficie o area del segmento circular

GEOMETRIA DEL ESPACIO

TEOREMAS FUNDAMENTALES

ANGULO TRIEDRO POLIEDROS

Poliedro es un sélido limitado por planos, que al cor-
O simplemente TRIEDRO, es un angulo poliedro de  tarse y limitarse determinan sus caras, sus aristas y
tres caras. Sus elementos son: sus vértices.
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TEOREMA DE EULER

TEOREMA 1.-

En todo poliedro, el numero de aristas mds dos, es
igual al nimero de vértices mas el niumero de caras.

#A+2=#V + #C -

TEOREMA 2.-

En todo poliedro, la suma de los dngulos forma- 3y 5cTAEDRO REGULAR

dos en los vértices por las aristas, es igual a tan-

tas veces cuatro rectos, como numero de vértices Es el poliedro regular formado por ocho caras

tiene el poliedro menos dos. iguales que son tridangulos equilateros unidos por
los vértices de cuatro en cuatro.

S=2xn (#V-=-2)

POLIEDRO REGULAR

Es aquel cuyas caras son poligonos regulares iguales
y cuyos angulos poliedros son todos iguales.

Los poliedros regulares son solo cinco: Tetraedro
regular, Exaedro regular o cubo, Octaedro regular,
Dodecaedro regular e Icosaedro regular.

1) TETRAEDRO REGULAR

4) DODECAEDRO REGULAR
Es el poliedro regular formado por cuatro caras

iguales que son tridngulos equildteros unidos por

¢ Es el poliedro regular formado por doce caras
los vértices de tres en tres.

iguales que son pentagonos regulares, unidos por
los vértices de tres en tres.

S

2) EXAEDRO REGULAR O CUBO 5) ICOSAEDRO REGULAR
Poliedro regular formado por seis caras iguales, Es el poliedro regular formado por veinte caras
que son cuadradas, unidas por los vértices de tres iguales que son tridangulos equilateros unidos por
en tres. los vértices de cinco en cinco.
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__A C
h
17
\l/ 1 5,
E D
PRISMA OBLICUO
PRISMA
Es un poliedro, dos de cuyas caras son paralelas lla- S, = 2Py, - arista lateral
madas bases (iguales) y cuyas otras caras son para-
lelogramos (caras laterales). S;=Sp, + 25,
ALTURA DE UN PRISMA V = Sb .h
Es la longitud de la perpendicular comtn a las W 1
bases. V =S . arista latera

PRISMA RECTO

Es aquel cuyas aristales laterales son perpendicu-
lares a las bases.

PRISMA OBLICUO
Es aquel cuyas aristas son oblicuas a las bases.
PRISMA REGULAR

Un prisma es regular cuando tienen poligonos regu-
lares por bases y sus aristas laterales son perpen-
diculares a las bases.

SECCION RECTA (SR)

Es la seccion determinada por un plano perpen-
dicular a las aristas laterales.
PARALELEPIPEDO RECTANGULAR

CALCULO DE LOS ELEMENTOS DE LOS
POLIEDROS Es todo paralelepipedo recto cuyas bases son rec-

tangulares.
PRISMA RECTO

S,=2p.h S, = 2xy + 2xz

Sp= 5.+ 25 S. = 2xy + 2xz + 2yz
V=5.h V = xyz

V = S, . arista lateral 4= x4 y? + 22
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CUBO

TRONCO DE PRISMA

Es la parte de un prisma comprendida entre una base
y un plano no paralelo a las bases.

TRONCO DE UN PRISMA RECTO

Es aquel cuyas aristas laterales son perpendiculares a
la base principal y sus caras laterales son trapecios
rectangulares, siendo sus bases poligonos cua-
lesquiera y desiguales.

S, = Suma de dreas de caras laterales

ST=SL+Sb+S1

a+b+c
b 3

TRONCO DE UN PRISMA OBLICUO

Es aquel cuyas aristas laterales son oblicuas a las
bases, sus caras laterales son trapecios, sus bases
poligonos cualesquiera y desiguales.

C

S, = Suma de caras laterales
S;=5 +5+5,

.AB+FC+ED

PIRAMIDE

Es un poliedro en el que una de las caras, llamada
base, es un poligono cualquiera y las otras caras (lat-
erales) son tridngulos que tienen un vértice comun.

ALTURA
Es la distancia del vértice de la piramide, a la base.
PIRAMIDE REGULAR

Es aquella cuya base es un poligono regular y sus
caras laterales son tridangulos isosceles iguales.
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La altura de una piramide regular pasa por el centro
de la circunferencia inscrita o circunscrita a la base
de la piramide.

APOTEMA DE LA PIRAMIDE REGULAR

Es la altura de los triangulos isosceles que forman sus
caras laterales.

PIRAMIDE IRREGULAR

Es una piramide cuya base es un poligono irregular
y las caras laterales son tridngulos desiguales.

NOTA.-

Si la piramide es irregular, pero sus aristas lat-
erales son iguales, la altura pasara por el cen-
tro de la circunferencia circunscrita a la base.

SEMEJANZA DE PIRAMIDES

Si se corta una piramide cualquiera por un plano
paralelo a la base se obtiene una piramide pequena,
adyacente y semejante a la total, y reciprocamente,
entonces:

C

1.- Las dreas de sus bases son entre si como los
cuadrados de los elementos homologos.

s, I

s, b

AF? AH? FH?
AC?  BC?

AB?

2.- Sus volumenes son entre si, como los cubos de
sus elementos homologos.

h* AF AH®

V B AR AC

TRONCO DE PIRAMIDE

Es la parte de una piramide comprendida entre la
base y una seccion determinada por un plano para-
lelo 0 no a la base. Esta seccion y la base son denom-
inadas bases del tronco; siendo las caras laterales,
trapecios.

ALTURA DE UN TRONCO DE PIRAMIDE

Es la longitud de la perpendicular trazada de una
base a la otra.
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Los troncos de piramides pueden ser regulares o
irregulares.

TRONCO DE PIRAMIDE REGULAR

Se llama asi, cuando sus bases son poligonos regu-
lares y paralelos, y sus caras laterales son trapecios
isosceles e iguales.

APOTEMA DEL TRONCO DE PIRAMIDE
REGULAR

Es la altura de los trapecios que forman las caras lat-
erales y une los puntos medios de las bases de estos
trapecios.

Su=Ap (p+py)
S;=5 +5 +5,

h(S, + S, +\S, . S,)

3

V=

TRONCO DE PIRAMIDE IRREGULAR

Sus bases son paralelas, sus caras laterales son
trapecios cualesquiera.

ST=SL+SI+Sb

h(S, +S,+ Vs, . S;)

V=

3

EL CONO

Se llama cono a todo sélido limitado por una super-
ficie conica y por la seccion del plano que corta a
todas las generatrices de la superficie conica, deter-
minandose la base del cono.

DEFINICIONES
ALTURA DE UN CONO

Es la longitud de la perpendicular trazada desde el
vértice del cono a su base.

CONO CIRCULAR

Es el que tiene por base un circulo.

CONO RECTO

Llamese cono recto al cono circular cuyo eje es per-
pendicular al circulo de la base en su centro. El eje de
un cono recto se confunde con la altura.

CONO DE REVOLUCION

Llamase cono de revolucion, o recto, al que se
supone engendrado por la rotacion de la hipotenusa
de un triangulo rectangulo alrededor de uno de sus
catetos.

A
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2.- Los volumenes son entre si como los cubos de sus
valg pn||yvez.R.h elementos homologos.
3 3

CONO OBLICUO s, ®OR g
Es aquel cuya base es una elipse y cuyo eje no es per-
pendicular a la base. v, B P g

h
S .h
\
3
o:
yoT-a. b.h
3
ELIPSE
a = radio minimo TRONCO DE CONO
b = radio maximo Es la parte de un cono comprendida entre la base y
una seccion paralela o no a la base. A la seccion y a la
S = mab base del cono se les llama bases del tronco de cono.
ALTURA DE UN TRONCO DE CONO RECTO
Es la distancia entre sus bases. La altura pasa por los
a centros de las bases.
2a
b
2b
SEMEJANZA DE CONOS &
Si se corta un cono cualesquiera por un plano para-
lelo a su base, se obtiene un cono pequeiio o defi- .

ciente semejante al total y reciprocamente, entonces:

1.- Las areas de las bases son entre si como los
cuadrados de los elementos homologos.
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SL=n.g(R+r)
ST=SL+SI+Sb

n.h(RZ+r2+R.1)

3

EL CILINDRO

Llamese cilindro a un solido limitado por una super-
ficie cilindrica y dos superficies planas paralelas lla-
madas bases.

Los términos base, altura y area lateral son usados
como en los prismas.

CILINDRO RECTO

Un cilindro es recto cuando su generatriz es perpen-

dicular a las bases. TRONCO DE CILINDRO

Es la parte de un cilindro comprendida entre una sec-
cion no paralela a la base del cilindro y una base de éste.

P
T TRONCO DE CILINDRO RECTO
Cuando sus generatrices son perpendiculares a una
g=h base (principal) pero no a la otra.
S
1 S R TS Elipse
b
\ E]e
S =2n.R.g g, g,
Sp= S +25
5, R
S.= 2nR(g + R)
V=mxn.R.g
S, =2n.R.EJE
Cilindro recto o de revolucion, es el que se con-
sidera generado por la rotacion de un rectangulo S = SIENCEENG
T L 1 b
alrededor de unos de sus lados.
V = n.R?.EJE
CILINDRO OBLICUO
EEEC "t 5
Cuando sus generatrices son oblicuas a las bases. JE = >

Algunas veces sus bases son elipses y otras circulos.
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TRONCO DE CILINDRO OBLICUO

Si sus generatrices son oblicuas a las bases.

&

S

N4

PARTES DE AREA DE ESFERA

Estas son: la zona y el huso esférico.

8

Seccion
|
Recta

~—_
R
]

—

LA ESFERA

S, =2n.R.EJE

S. =

T

SIEEISIEISH

V = n.R2.EJE

+
HE_BtE

2

Es un solido, limitado por una superficie curva, en la
cual todos los puntos equidistan de un punto interi-
or llamado centro.

La mitad de una esfera se llama hemisferio o semi-

esfera.

CIRCULO MAXIMO

1.-

ZONA

Llamase zona esférica o zona simplemente, a la
parte de la superficie de una esfera comprendida
entre dos circunferencias paralelas llamadas

bases.

La distancia entre las bases se llama altura de la

zona.

Se la considera generada por la rotacion de un
arco de circunferencia que gira alrededor de un

diametro.
Eje

I

~

~ arco

La zona puede ser de una base y de dos bases. A
la de una base, se le llama también “casquete

esférico”.

ZONA DE UNA BASE O CASQUETE

Es el circulo que se obtiene al trazar un plano por el
centro de la esfera.

SUPERFICIE Y VOLUMEN DE LA ESFERA

S =4m . R?

4 . R3
S 3

S= m.D?

3

V= n.D
6

S=2x.R.h

R = radio de esfera

H = altura de la zona

AB = cuerda del arco generador
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ZONA DE DOS BASES

S =2n.R.h

-

2.- HUSO ESFERICO

Llamado también “ldnula”, es la parte de la su-
perficie de una esfera limitada por las semicircun-
ferencias de dos circulos maximos.

=n.R.oc
360°

R = radio de la esfera

a = angulo del huso
PARTES DE VOLUMENES DE UNA ESFERA

Estas son: segmento esférico, cuna esférica, sector
esférico y anillo esférico

1.- SEGMENTO ESFERICO

Es la porcion de esfera limitada por una zona y
por bases circulares.

Hay de dos clases:

segmento esférico de una base y segmento esféri-

co de dos bases. 5

a. SEGMENTO ESFERICO DE UNA BASE

Limitado por un casquete y un circulo por base.

S-= § +S

T CASQUETE CIRCULO

n.h3+rc.r2.h

6 2

V =

h = altura de la zona

r = radio de la base de la zona

b.- SEGMENTO ESFERICO DE DOS BASES

Es parte del volumen de la esfera comprendi-
da entre dos planos paralelos.

N
-

h

1

) —

T~ zona de v Scirculol v Scirculol

dos bases

h = altura de la zona

r,, 1, = radios de las bases.

-CUNA ESFERICA

Es la parte de volumen de una esfera limitada por
un huso y dos semicirculos maximos.
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R
®
R
B
o.m.R?
S = mR*+ -
90
3
V=oc,n.R
270°

3.- SECTOR ESFERICO

Es la parte del volumen de esfera generado por un
“sector circular” que gira alrededor de un eje que
pasa por el centro, en dos posiciones:

a.- Cuando el radio del sector circular coincide
con el eje de giro: esta limitado por un cas-
quete esférico y una superficie lateral conica.

i

T
, h
A R A
N
(@]
Sp= SCASQUETE + S cono
Vo 2n.R?2.h

3

h = altura del casquete
R = radio de la esfera
b.- Cuando el radio no coincide con el eje de giro:

esta limitado por una zona de dos bases y
areas laterales de dos conos.

4.-

A éAA’

Sionade + Stcono * Sicono
dos bases 1 2

=Zn.Rz.h
3

\%

h = altura de la zona

R = radio de la esfera

ANILLO ESFERICO

Es el volumen generado por un segmento circular
que gira alrededor de un eje que pasa por su cen-
tro, en tres posiciones:

a.- Cuando un extremo de la cuerda del segmen-
to circular pertenece al eje; esta limitada por
un casquete esférico y el area lateral de un
cono.

<
B
h
A c
ST = Casquete > SLcono
n.AB*. h
v
6

AB = cuerda del segmento circular

h = altura de la zona o casquete
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b.- Cuando la cuerda del segmento circular no es

paralela al eje de giro: esta limitado por una

zona de dos bases y el area lateral de un tron-

co de cono.

AB = cuerda del segmento circular

>
A D

BN | _C

ST = Szona w SLtronco
Vol AB” . h
6

h = altura de la zona.

SOLIDOS DE REVOLUCION

TEOREMA DE GULDIN PAPPUS (AREAS)

“La superficie de un solido de revolucion es igual al
perimetro (2p) de la figura movil multiplicado por la
longitud (L) de la linea recorrida por el centro de
gravedad de la citada figura”.

c.- Cuando la cuerda del segmento circular es para-
lela al eje del giro: esta limitado por una zona

de dos bases y el drea lateral de un cilindro.

AB = cuerda del segmento circular

Nl
D
C
ST = Szona s SL::ilindrca
Vol AB? . h
6
Vol AB?
6

h = altura de la zona

2p=a+b+c+d

L = longitud de la circunferencia descrita por el

centro de gravedad = 2R

TEOREMA DE GULDIN PAPPUS (VOLUMEN)

“El volumen de un solido de revolucion es igual al
area (S) de la figura movil, multiplicada por la longi-
tud (L) de la linea recorrida por el centro de
gravedad del cuerpo”.

V=S.

L

-

S~

L = longitud de la linea descrita por el centro de
gravedad = 2 R
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LEYENDA GENERAL

V = volumen
S; = superficie o area total
S.R. = seccién recta

2p = perimetro de la base principal

S, = superficie o drea de la base principal
p = semiperimetro de la base secundaria
h =altura

g,, 8, = generatrices
S, = superficie o drea lateral
S, = superficie o drea de la base secundaria
S x = superficie o drea de la base recta
p = semiperimetro

R, r = radios

W
Il

superficie o area de la base secundaria

generatrices

oQ
Il
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TRIGONOMETRIA

DEFINICION

Es aquella parte de la matematica elemental que estu-
dia la medida de los tres angulos de un triangulo en
relacion con sus lados.

MEDIDA DE ANGULOS
SISTEMAS DE MEDICION DE ANGULOS

Hay tres sistemas para medir los angulos; Sexagesi-
mal, Centesimal y Radial.

SEXAGESIMAL

Toma como unidad de medida un arco que es igual a
la 360 ava parte de la circunferencia, y a cada parte se
le llama grado sexagesimal. Se simboliza ast: °

Ejemplo: 30° Se lee: 30 grados sexagesimales

CENTESIMAL

Toma como unidad de medida un arco que es igual a
la 400 ava parte de la circunferencia, y a cada parte
se le llama grado centesimal. Se simboliza asi: g.

Ejemplo: 40 g. Se lee: 40 grados centesimales

RADIAL

Toma como unidad de medida un arco de una longi-
tud igual a la de su radio, y a esta longitud de arco se
le llama radian. Se simboliza asi: rad.

Ejemplo: 2,16 rad. Se lee: 2,16 radianes.

VALOR DE ©

T = 27—2 (Arquimides)

=322
113

(Mecio)

EQUIVALENCIA ENTRE LOS TRES
SISTEMAS

1 circunferencia < > 360° < > 400 < > 27 rad.

1°<> 60 y I'<> 60"
1 g <> 100 min y 1 min <> 100 s
S € R

LONGITUD DE UN ARCO:

o : angulo central, debe estar en radianes

)t

FUNCIQNES TRIGONOMETRICAS EN
EL TRIANGULO RECTANGULO

FUNCIONES BASICAS

senB:b— cosB =S
a a

b c

tg B=— tg B=—

g c clg b

secB=2 cosec = &
C b
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B A
c
TABLAS DE VALOR DE FUNCIONES

TRIGONOMETRICAS DE TRIANGULOS
NOTABLES

VALORES DE LAS FUNCIONES
TRIGONOMETRICAS DE 30° Y 60°
(30°=m/6 Y 60° = 7/3)

sen 30° = 1 sen 60° = ﬂ
2 2
\3 1
30° = —=— 60° = —
cos 5 cos 5
tg30°=\/3—_i tg60°=\/3_
ctg 30° = \/3_ ctg 60° = 3£
sec 30° = 23—\/3_ sec 60° = 2
cosec 30° =2 cosec 60° = i
C
60°
2 1
B 30 A
3
VALORES DE LAS FUNCIONES DE 45°
(45° = 1/4)
sen 45% = ﬂ cos 45° = _\/2_
2 2
tg 45° =1 ctg 45° =1
sec 45° = \/; cosec 45° = \/;
C
2 e
B 4’50 A

VALORES APROXIMADOS DE LAS FUNCIONES
DE 37°y 53° (37° = /4,865 y 53° = 11/3,396)

sen 37° = i sen 53° = i
5 5

cos 37° = il cos 53° = 3
5 5

(e} 3 o 4

tg 37° == tg 53° =
g 4 g 3
o 4’ [¢] 3

ctg 37° = — ctg 53° = 2
g 3 g 4
sec 37° = 2 sec 53° = =N
4 3

cosec 37° = 3 cosec 53° = =
3 4
C

53°

37°

4

VALORES APROXIMADOS DE LAS FUNCIONES
DE 15°y 75° (15° = /12 y 75° = 7/2,4)

V6 -2 N6 + V2
sen 15°= —— sen 75°= ————
4 4
V6 + N2 N6 -2
cos 15°= —— cos 75° = ———
4 4
tg 15° =2-N3 tg75° = 2+1\3

cg15° =2+ \3 cg75°=2- 3

sec 15° = \/67- \/; sec 75° = \/67+ \/2—

cosec 15° = \/6_+ \/2_ cosec 75° = \/6_- \/2—
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C
15°
o2/ | 245
75°
B A A

1

VALORES APROXIMADOS DE LAS FUNCIONES
DE 16°y 74° (16°=n/11,25 y 74° = 11/2,43)

7 24
16° = — 74° = —

sen sen 75
24 7
16° = &1 o__°

cos 16 75 cos 74 35
7 24
tg 16° = — tg 74° = —

& 24 & 7

24 7
tg 16° = — tg 74° = —
8 7 cté 24
sec 16° = 25 sec 74° = 25
24 7
cosec 16° = 25 cosec 74° = 25
24

C
16°
25 24
74°
B &\ A

7

VALORES APROXIMADOS DE LAS FUNCIONES
DE 18°Y 72° (18°= n/10 Y 72° = 7/2,5)

L V51 . V10+2V5

sen 18° = sen 72° = f
cos 18° = MS_ cos 72° = \/5__ 1

4 4

tg 18°=i'510—\/; g72°=N5+2V5
N25-1

ctg 18°= N 5+ 2\/5_ ctg 72°= 25750\/;
sec 18° = 50_—;0\/5_ sec 72° = \/5_+ 1

cosec 18° = \/5_+ 1 cosec 72° = @;
C
18°
4 V1042V
72°
B \\ A
\5-1

ANGULOS DIRECTRICES

Angulo de Elevacién:

' Objeto

Horizontal
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Angulo de Depresién: FUNCIONES TRIGONOMETRICAS O
CIRCULARES EN EL CIRCULO
TRIGONOMETRICO DE RADIO = 1

Horizontal sena = PM
cosa =OP
tga =AT
' Objeto
ctga =BN
seca =0S
Angulo que Subtiende: coseca =0Q
Q
Objeto A
‘ B N
(= M
) Objeto B 1I 1 T
' a S
A (@) P /A
. . 111 v
Los angulos de elevacion (a) y depresion ()
siempre estdan en plano vertical. El angulo que
subtiende (0) dos objetos observados puede estar
en cualquier plano. AM=a=aqa

SIGNOS DE LAS FUNCIONES TRIGONOMETRICAS SEGUN EL CUADRANTE

FUNCION IC IN@ I C IV C
seno + + - -
coseno + - - +
tangente + - + -
cotangente + - + -
secante + - - +
cosecante + + - -
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VARIACION DE LAS FUNCIONES TRIGONOMETRICAS SEGUN EL CUADRANTE

C = crece |

INTERVALO DE LAS FUNCIONES

TRIGONOMETRICAS

Intervalo es el espacio o valor dentro de dos

FUNCION 1C 11 C 11 C IV C
seno ccdeOal d:dela0 d:deOa-1 c:de-1a0
coseno d:dela0O d:deOa-1 c:de-1a0 c:cdeOal
tangente c:deOao c:de-oa0 c:deOawx c:de-%a0

cotangente | d:de» a0 d: de 0 a - d:de»a0 d: de 0 a -
secante c:delao ccde-wa-1| dide-1la-» d:dexal

cosecante d:dexal c:delao ccde-wa-1 | dide-la-»

d = decrece

tgxe(-0; +0)

ctgx & (-0 ; + )

extremos en el cual se encuentra el valor de la fun-

cion. Se denota asi:

sen x € [-1; + 1]

cosx e [-1; +1]

[ ] intervalo cerrado
() intervalo abierto

( ] intervalo abierto cerrado

[ )intervalo cerrado abierto

secxe(-0; -1] v [+]; + )
cosec x € { -0 ;-1] v [+1; + )

DOMINIO Y RANGO DE LAS FUNCIONES
TRIGONOMETRICAS

En las funciones trigonométricas, DOMINIO es el
valor del angulo o arco; RANGO es el valor de la fun-
cion. Las funciones trigonométricas no son BIUNI-
VOCAS; es decir, para un angulo hay mas de un valor
para su funcion, repitiéndose dentro de un periodo.

FUNCION DOMINIO RANGO PERIODO
sen x YV x [-1; +1] 27
CoS X V x [-1; +1] 27
tg x Vx-{2n+l}% Ro (-0; +0) T
ctg x Y x - {nmn} Ro(-0; +0) T
sec x Vx-{2n+1}% R-(-1; +1) 2
cosec X YV x - {nm} R-(-1;+1) 21 R = ntimero real
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RELACIONES TRIGONOMETRICAS
FUNDAMENTALES

sen’a + cos’a = 1

(oo SR
. cos a
tga.ctga=1

1+tg?a=sec’a

ctga=

cos a
sen a

|sena.coseca=1 |

| cosa.seca=1

|1+ctg2a=cosec2a |

RELACION DE FUNCIONES TRIGONOMETRICAS EN TERMINOS DE UNA SOLA

sen a CoSs a tg a Ctg a sec a cosec a
1 1 + Vsec?a - 1 1
sen ' + V1 - cos’a
1 + tg’a |+ 1+ ctg’a see & cosec a
N 2
tg a ctg a 1 + Vcosec-a - 1
cos a + V1 - sen’a ' 8 &
£V + tgla | = V1 + ctg’a e & (CORIEE &)
+ V1 - cos?a 1 1
tga et ' +\secta-1 |—M
+ V1 - sen?a cosia ciga + Vcosec?a - 1
+V1 - sen?a B A 1 1
ctg a ‘ — |+ Vcosecta -1
g + V1 - cos?a tga + Vsec?a - 1
1 1 vl A cig’a cosec a
sec a +Vl+tgla |—=— '
+ V1 - sen’a Nt cga +Ncosec?a - 1
+V1 + tg?a
cosec a 1 ! 5 +V1 +ctgla |—>5€28 '
Sk + V1 - cos?a 82 + Vsec?a - 1
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ARCOS COMPUESTOS

FUNCIONES DE LA SUMA Y DIFERENCIA DE
ARCOS

sen (axb)=sena.cos.b £senb.cosa

cos(axb)=cosa.cos.bFsena.senb

tga £tgb
tg(aib):&
l1+tga.tghb
tga.ctgb ¥ 1
C[g(aib):&
ctgb *ctga

FUNCIONES DE LA SUMA DE TRES ARCOS

sen(a+b+c)=sena.cosb.cosc-sena
.senb.senc+senb . cosa
.cosc+senc.cosa.cosb

cos(a+b+c)=cosa.cosb.cosc-senb
.Sen c.cosa-sena.sen c
.cosb-sena.senb.cosc

taga+tgb+tgc—tga.tgb.tgc

tg@a+b+o=
l-tga.tgb-tga.tgc-tgb.tgc

EQUIVALENCIA DE LAS FUNCIONES DE LOS
ARCOS COMPLEMENTARIOS

Sean: (% - a) y “a” dos arcos complementarios:

L a)+a=L

2 2
7

sen [—-a|=cosa
E)

se cumple:

7
cos [—-a|=sena
T
tg(=-a)=ct
g(z a) ctga

Ejemplo:
sen 40° = cos 50°

puesto que:
40° + 50° = 90°

EQUIVALENCIAS DE LAS FUNCIONES DE LOS
ARCOS SUPLEMENTARIOS

Sean: (7t - a) y “a” dos arcos suplementarios, entonces:

(m-a)+a=m

se cumple:
sen (T - a) = sen a
cos (T -a) =-cos a
tg(r-a)=-tga
Ejemplos:
cos 120° = - cos 60°
notar que:

120° + 60° = 180°
tg 130° = -tg 50

EQUIVALENCIAS DE LAS FUNCIONES
TRIGONOMETRICAS DE LOS ARCOS
NEGATIVOS

Sean “a” y “-a” dos arcos iguales pero de signo cotra-
rio. Es decir, del mismo origen pero de sentido con-
trario. (En el grafico todos de origen A).

sen a = MP ; sen (-a) = M’P = -MP
cos a=QOP ; cos (-a) = OP = OP
tga=AT ; tg (-a) = AT’ = -AT
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T FUNCIONES DE ARCO MITAD

M
a 2 a
1 -cosa=2sen” —
2
P
o) A
seni—+ 1-cosa
/2 2 2
M,
T 2 a

1 = 2 —
+cosa cos )

Luego:

sen (-a) = -sen a

cosec (-a) = -cosec a

Cosi_+4’1+cosa
2 T 2

1 -cosa
1 + cos a

2

=tg

2
2

| cos (-a) = cos a |

FUNCIONES DE ARCOS TRIPLES
| sec (-a) = sec a |

tg (-a) = -tg a

| ctg (-a) = -ctg a |

|sen3a=3sena-4sen3a|

|cos3a=4cos3a-3005a|

FUNCIONES DE ARCOS DOBLES

FUNCIONES AUXILIARES

sen 2a=2sena.cosa

seno verso a = 1 - cos a

2tga

sen 2a =

2
1+tgea cosversoa=1-sena

cos 2a = cos?a — sen” a

ex-seca=seca- 1

NOTA: A la ex-secante se le llama también
e external.

TRANSFORMACION A PRODUCTO
SUMA Y DIFERENCIA DE SENOS

|c052a=2c052a—1 |

|c052a=1—256n2a|

senA+senB=ZsenA;Bcosu

sen A -sen B = 2cosA+B

sen

2
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SUMA Y DIFERENCIA DE COSENOS

A+B A-B
sen )

cos A + cos B = 2 cos

cos A - cos B=-2sen

S —_—

A+B A-B
2 2

LIMITES TRIGONOMETRICOS

1. En el primer cuadrante se cumple que el arco es a cero? (x = 0) sen %
mayor que el seno pero menor que su tangente.
3 2% 6 =X
sena<a<iga lim 3% im = lim 2
o x =>0sen2 x—0senX x—0sen>
: 2 2 2
X
O<a< B
2 =6.lim =0.
x — 0 sen —
2
2. Cuando el arco es muy pequenio; es decir, cerca- o lim 3x 6

no a cero, el seno, el arco y la tangente tienden a

confundirse.

lim
a—(0 tga

De donde:

Ejemplo:

¢Cudl es el limite de

sena =a=tga <a—0

x—=0 senX

FUNCIONES TRIGONOMETRICAS INVERSAS

Son expresiones que dan el valor del angulo “en forma indicada”.

Sea “A” un arco 6 angulo:

denotacion inglesa denotacion francesa

sen A =m = A =arco sen m A= sen!m
cos A=n = A =arco cos n A =cos'n
tgA=p = A =arco tgp A= tglp
ctgA=q = A = arco ctg q A=ctglq
secA=rt = A =arco secr A= secl'r
cosec A =s = A = arco cosec s A = cosec s
De donde:

sen (arco sen m)

cos (arco cos n)

tg (arco tg p)

=m <>
=n <>
=p i

arco sen (sen A) = A
arco cos (cos A) = A

arcotg (tgA) =A

, cuando x tiende

1
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Ejemplo: Calcular

(€Y)

1 V10
y = arco sen + arco tg 5 + arco sec 3

Procedimiento. Llamando:

3

A=arcosenT3 = senA=T:>A=6O°

B=arcotg%=>th=%

C = arco sec 3 3secC=13—0:>th=l?

Sustituyendo en (1):

y=A+B+C

o0 sea:
y=060+B+C

y—-60=B+C
tomando tangente:

tg (y-60) =tg (B+ C)

tgB+1tgC

tg(y-60) = ——-—+
&Y 1-tgB.tgC

sustituyendo valores de tg By tg C:

1 1 5
273 %6
tg (y—-60) = =—=1
&Y L1155
2’3 6
tg (y —60) =1
y = 60 = 45°
y = 105°

DOMINIO Y RANGO DE LAS FUNCIONES INVERSAS

En las funciones inversas, como su nombre lo indica, el DOMINIO de una funcion es el RANGO de la inver-
sa y viceversa, consideradas dentro de un INTERVALO.

FUNCION INVERSA DOMINIO RANGO
a —— —
~— arco cos X O’%
g [+ 2]
2 2
(0;m)
[o : l>u<l;n]
2 2
[-l;0>u<0 : l]
2 2
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ECUACIONES TRIGONOMETRICAS

La solucion puede ser la mas pequena de todas (solu-
cion principal) o puede ser una expresion algebraica
que incluya todos los arcos que satisfagan la ecuacion
dada (solucion general).

Expresion de todos los arcos que tienen la
misma funcion trigonométrica.

Que tienen el mismo seno:

X =Kx + (-Dka

a = solucion principal

Que tiene el mismo coseno:

X=2Km =f

B = solucién principal

Que tienen la misma tangente:

X=Krn+0

0 = solucion principal

SOLUCION DE LAS ECUACIONES

Para resolver ecuaciones debe tenerse presente que:

senXx =a = x= sen'ta A X =km + (-1)Xsen! a
cosx =b = x= cos'b A X =2km + cos'b

tgx =c = x= tglc A X=kn+tglc

cigx =d = x= ctgld A X =km+ctg!d

secx =e = x= secle A X = 2ky + sec’! e

cosec x = f = x = cosec! f A X = kit + (-1)X cosec! f

Donde:

RESOLUCION DE TRIANGULOS

Para resolver tridangulos que equivale a calcular sus
lados o sus angulos, debe conocerse las siguientes
leyes o propiedades:

TRIANGULOS OBLICUANGULOS

1. Ley de los senos: En todo tridngulo, los lados son

directamente proporcionales a sus lados
opuestos.
A
c b
B C
a

Ke Z ; x =solucion principal y X = solucion general

a __b __ ¢
senA senB sen C

2. Corolario: En todo triangulo inscrito en una cir-
cunferencia, la relacion de la Ley de los senos es
constante e igual al diametro de la circunferencia

circunscrita.
A

a _ b — C - 2R
sen A senB sen C
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3. Ley de cosenos (Carnot).- Para todo tridangulo:

A

A c B

a?=b*>+c*-2.b.ccos A

b’=a*+c* -2.a.ccosB

c=a’+b?’-2.a.bcosC

4. Ley de las tangentes (Nepper).- Para todo
triangulo:

A
b a
B C
C
tA+B
a+b _ §73
a-b . A-B
£

5. Ley de las proyecciones.- Para todo triangulo:

A

C

a=b.cosC+c.cosB

b=a.cosC+c.cosA

c=a.cosB+b.cosC

CALCULO DE ANGULOS

(Férmula de Briggs)

Si:

a+b+c
2

A 4/p(p-a)
OS5 = N"he

sen % = V—(p _ b;(p =)

A p(p - a)
5= o bo-o

CALCULO DE SUPERFICIES

Férmula Trigonométricas

C
b a
AA AB
c
s=2- b sen C
2
s=b.¢ cna )
S=2-C snB
Férmulas Geométricas
S S a.b.c
=D.r =
. 4R
S=Vp(p-a)p-b)p-c) (I

S=pa(p-a)
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Donde: 1.-De: pr=S
p = semiperimetro S
= r=>
r = radio circulo inscrito P
R = radio circulo circunscrito
T A
) ) ) ) 2.- De: =tg—
pa = radio del circulo exinscrito al lado a p-a 2

ELEMENTOS SECUNDARIOS EN LA (oA
SOLUCION DE TRIANGULOS BRI

Para calcular los elementos secundarios, lo aconse-

jable es despejar las formulas conocidas, tales como 3 Deacr [et B .o Cc
las siguientes: I 53 £3
g
RADIOS a
= r=

RADIO CIRCUNSCRITO: B C
Ctg ? + Ctg 7

Es el radio “R” de la circunferencia circunscrita al

triangulo.
A RADIO EX-INSCRITO:
Es el radio “p” de la circunferencia, ex-inscrito a uno
de los lados del triangulo.
B
T
C B
1.-De: 2R=-2 A2 a
sen A /)A/Z/
A b Cc P
a
= R=
2senA De la propiedad:
abc
2.- De: =S AP = AT = atb+c , se demuestra:
4R )
:>R=a4bs'C 1_a+b+c té
' T2 8

RADIO INSCRITO O INRADIO: 0:

Es el radio “r” de la circunferencia inscrita en el A

triangulo. P=Pp.&5

2.-De: S= p(p-a)
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CEVIANAS

Son rectas que partiendo de un vértice tocan un
punto del lado opuesto. Las principales son: altura,
mediana, bisectriz interna y bisectriz externa.

ALTURA

Es la perpendicular trazada de un vértice al lado

opuesto.
A

ha

l-lha=b.senC

ha=c.senB

2-lha=2.R.senb.senC

3.- ha=2'S
a

ha = altura con respecto al lado “a”

MEDIANA

Es la recta trazada de un vértice al punto medio del
lado opuesto.

2
1.- De: b2+c2=2.m§+a—

; a/2 } a/2 i
2
2-lm=24+2_a.c.cosB
b 4
2
m*=2 4+b—a.b.cosC
(&
4m§= b2+c2+2.b.c.cosA

La interseccion de las tres medianas se denomina
CENTRO DE GRAVEDAD o BARICENTRO.

A

b N
BISECTRIZ INTERIOR

Es la recta que divide a un angulo interior en dos
angulos iguales.

1.-
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2.- ti:b.c—m.n

Formula Trigonométrica:

La interseccion de las tres bisectrices interiores se
llama INCENTRO.

BISECTRIZ EXTERIOR

Es la recta que divide a un angulo exterior en dos
angulos iguales.

Formulas Geométricas:

L
n

C
m

2.- ti:m.n—b.c

Formula Trigonométrica:

2.b.c A
t = sen —
2

La interseccion de las tres bisectrices interiores se
llama EXCENTRO.

90 - A
Ao 2
RO
So a
b ..
c S
S S, Y
C a BI I
[ n 1
l |
|

CUADRILATEROS CONVEXOS

Son cuadrilateros cuyos dangulos son menores que
180°.

D
SUPERFICIES
1-|S= AC—BD - sen o

S = \/(p-a) (p-b) -0 (p-d) —a.b.c.d.cos a

[\
.I

donde:

p = semiperimetro

A+C
o=
2
0
B+D
o =
2

CUADRILATERO INSCRITO O CICLIiCO

A+C=B+D-=180°

C

S=\p-a)p-bp-p-d

Formula de Brahma-Gupta
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CUADRILATERO CIRCUNSCRITO

A

Propiedad de Pitot:

a+b=c+d=p

POLIGONOS REGULARES

CIRCUNSCRITOS:
Valor del lado “1” y la del drea “S”

] =2r.tg & S=n.r.
rgrl n.r

=172

N

INSCRITOS:
12—

N74

Calculo del lado “I”, apotema “Ap” y drea “S”

_ T
l—2r.senn

= I
Ap_R.cosn

OP = Ap
n = numero de lados

R = radio circunscrito

S =drea

PROBLEMA DE POTHENOT-SNELLIUS

Conocido también como problema de los cuatro
puntos o problema de la carta (geografica):

Dados tres puntos no colineales: A, By C, calcu-
lar sus distancias a un cuarto punto D (situado en
el plano ABC, interno al angulo convexo ACB),
desde el cual se vean las distancias AC y BC bajo
angulos dados. Se supone como incognitas los
angulos x e y.

Por ley de senos en los triangulos (1) Y (2):

senx _ DC
seno  a

b a
_ bsen W

seny ~ asenf

sen x

x+y=3060°-(a+p+C) 2)

~
i‘? w)}
=
4
4
4
4

Ol

Como a, b, a, B,y C se conoce, se tiene un sis-
tema de ecuaciones trigonomeétricas cuyas incog-
nitas son “x” e “y”. Hallando “x” e “y” el proble-
ma queda resuelto, al conocer todos los angulos y
un lado de cada uno de los tridangulos (1) y (2).
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FISICA

Es la ciencia que tiene por objeto el estudio de los
cuerpos, sus leyes y propiedades mientras no cambie
su composicion, asi como el de los agentes naturales
con los fenomenos que en los cuerpos producen su
influencia.

La fisica puede dividirse de un modo general en dos:
Fisica Experimental y Fisica Matematica. En la pri-
mera, la labor de investigacion tiene a obtener solo
datos y axiomas de la Fisica matematica. Esta ultima
a su vez, partiendo de esos datos experimentales, es-
tablece principios de los cuales se deduce, mediante
los recursos del calculo, formulas generales.

DEFINICIONES
FENOMENO

Toda apariencia o manifestacion del orden material o
espiritual.

ENERGIA

Causa capaz de transformarse en trabajo mecanico.
MAGNITUD

Tamano o cantidad de un cuerpo.

MEDIDA

Expresion comparativa de las dimensiones o cantidades.

DIMENSION

Longitud, extension o volumen de una linea, de una
superficie o de un cuerpo, respectivamente. A partir
de FEinstein, se considera la cuarta dimension: “el
tiempo”.

CANTIDAD

Todo lo que es capaz de un aumento o disminucion
y puede, por consiguientes, medirse o contarse.

ECUACIONES DIMENSIONALES

Son expresiones de la forma algebraica que, valién-
dose de las unidades fundamentales representadas
por las letras M, F, L, T, se usa para probar formulas,
equivalencias o para dar unidades a una respuesta
(M: masa; F: fuerza; L: longitud; T: tiempo).

SISTEMAS DE UNIDADES

UNIDADES DEL SISTEMA ABSOLUTO

Sub-sistema L M T
CGS cm g S
MKS m kg s
FPS pie 1b s

UNIDADES DEL SISTEMA TECNICO,
GRAVITACIONAL O PRACTICO

Sub-sistema L I T
CGS cm g s
MKS m kg s
FPS pie 1b s

- 156 -



UNIDADES DEL SISTEMA INTERNACIONAL DE MEDIDA “SI”

UNIDADES DE BASE
MAGNITUD NOMBRE SIMBOLO DIMENSION
Longitud metro m L
Tiempo segundo s T
Masa kilogramo kg M
Intensidad de :
. R amperio A 1
corriente Eléctrica
Temperatura kelvin K 0
Intensidad
. candela ca J
Luminosa
Cantidad de
. mol mol N
sustancia

Ejemplo:

UNIDADES SUMPLEMENTARIAS
MAGNITUD NOMBRE SIMBOLO

Determinar la ecuacion dimensional del peso
especifico.

Angulo radian rad

Procedimiento:

estereo radian

Angulo solido

ST

Sabiendo que: Pe = V_\\]]

UNIDADES DERIVADAS Pero:

MAGNITUD NOMBRE SIMBOLO WeFem azM.- % -M %2 ~ MLT?
A t
Area metro cuadrado m?
Volumen metro cubico m’ y: V=01’
! kilogramo por
Densidad Metgro cﬁbiio kg/m’ Sustituyendo en la primera ecuacion:
Velocidad | metro por segundo m/s b MIT-2
Fuerza y peso newton N |
Presion pascal
Pe = MLT?
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CONVENCIONES BASICAS

a) La suma o resta de unidades iguales produce la mis-
ma unidad:

6T+8T-T-7T=T

b Las constantes y los coeficientes numeéricos se
reemplaza por 1:

5M - 6,5M + 9,8M =M
mw+10L=1+L=L
¢) Se escriben en forma de enteros, si hay denomina-

dos se escribe con potencia de signo negativo para
darle la forma de entero.

Ejemplo: IM _ v

T
d) El signo | | significa “ecuacion dimensional de”.
e) La dimension de un angulo o funcion trigono-
métrica es un numero, como tal dimensional-
mente es 1.
60°] =1
| cosec 45°| =1
f) Dimensionalmente los logaritmos valen 1.
|log 8| =1
[log 17| =1
VECTORES

Vector significa “que conduce”. Los vectores sirven
para representar: fuerza, velocidad, aceleracion, etc.

MAGNITUD

La magnitud expresa el tamano de un cuerpo o la
dimension de algin fenomeno. Puede ser escalar o
vectorial.

MAGNITUD ESCALAR O MODULO

Es aquella que estd plenamente determinada por un
numero y una unidad de medida o especie.

Ejemplos:
i) L =18 yardas
ii) m =14 1b

iii) t = 6 semanas

MAGNITUD VECTORIAL

Es aquella que ademas de tener “un ntmero y una
especie” tiene direccion y sentido:

Ejemplos:

D a=98m/s

ii) I? =15 newton
iii) V = 30 km/h

REPRESENTACION GRAFICA DE UN
VECTOR

Se representa por un segmento de una recta orienta-
da. Se utiliza para representar fuerzas, pesos, acelera-
ciones, etc.

Direccion Sentido

e

% Magnitud —

SUMA Y RESTA DE VECTORES

A.- METODOS GEOMETRICOS

e METODO POLIGONAL O POLIGONO
FUNICULAR

SUMA. .- Para sumar vectores:

Se traza, en un mismo plano, los vectores uno a
continuacion del otro, respetando su magnitud,
direccion y sentido se une el origen del primero
con el extremo del ultimo y este trazo es la resul-
tante con su magnitud, direccion y sentido.

Ejemplos: Sumar los vectores:

Da.bye

o |
ol
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R=a+b+c

Y

Resultante

DIFERENCIA

Se traza el vector minuendo y a continuacion el
sustraendo pero en sentido contrario. Se une el
origen del primero con el extremo del segundo y
se obtiene la resultante con su magnitud, direc-
cion y sentido.

Ejemplo: Restar a - b

A

|

e METODO DEL PARALELOGRAMO
SUMA

Se traza los dos vectores que se va a sumar, par-
tiendo de un mismo punto, luego se completa el
paralelogramo; la diagonal es la resultante.

Ejemplo:

Sumar los vectores a, b

IS
ol

\

o

RESTA

Se traza el vector minuendo y luego el vector sus-
traendo partiendo de ambos del mismo origen
pero el sustraendo con sentido contrario. La diag-
onal del paralelogramo formado es la resultante.

Ejemplo:

Restar: a-b

|

0 |
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B.- METODOS ANALITICOS DIFERENCIA: Restar a - b
Consiste en calcular algebraicamente la resul- R a b
tante. =

sen A seno senf

e METODO DEL PARALELOGRAMO
SUMA

Resultante de lasuma a + b

RS=\/a2+b2+2.a.b.cosa

DIRECCION DE LA RESULTANTE

Esta dada por el angulo que forma la resultante con
uno de los vectores.

b ey i
RESTA a R
Resultante de la diferencia a - b ,,', i
0 AC :
RS=\/a2+b2-2.a.b.cosa © b S T

sen 0 = a . sen o

Val+b?+2.a.bsena

a.sen 6
tg=———
b+a.cos6

DESCOMPOSICION DE UN VECTOR EN SUS
e RESULTANTE POR LEY DE SENOS ELEMENTOS RECTANGULARES

Por el origen del vector (a ) que se quiere descom-
poner, se traza un sistema de ejes perpendiculares
(eje rectangulares), sobre estos ejes . Se proyecta el

SUMA: Sumar a + b

R _a _ b vector, la proyeccion sobre el eje “x”, se llama “com-
sen A senoa senf ponente horizontal a_”, 1a proyeccion sobre el “eje y”
se llama “componente vertical ay”.
Ejemplo:
y

|

|

\j
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a_: componente hortizontal.

a : componente vertical.

Donde: a_ =acosa

a_ =asen o
y

Otro ejemplo:

RESULTANTE POR DESCOMPOSICION
RECTANGULAR

Hallar la resultante de a + b

Se descompone a y b en el sistema de ejes rectan-

gulares.
R = suma de componentes horizontales.

Ry = suma de componentes verticales.

R=1fR2+R2
% y

R = resultante final o suma de a + b

Para hallar R, y _Ry, se suma algebraicamente los vec-
tores que estdn sobre los ejes x e y:

YA

a, + b, =Ry

a, + b, =

Finalmente:
R, +

DIRECCION DE

Y

o]

LA RESULTANTE

R)’
tg0=—
. R

X

MECANICA

Mecanica es la parte de la Fisica que trata del movi-
miento y de las fuerzas que pueden producirlo, con-
sideradas con toda generalidad, asi como del efecto

que producen en

las maquinas. Tienen tres partes:

1.- Mecanica de solidos:

a) Cinemadtica

b) Estdtica

¢) Dinamica

2.- Mecanica de los liquidos:

a) Hidrostatica

b) Hidrodinamica

3.- Mecanica de los gases:

a) Neumostatica

b) Neumodindmica

A. CINEMATICA

Es el estudio del movimiento de los so6lidos, inde-
pendientemente de las causas que lo originan.
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CONCEPTOS
MOVIMIENTO

Accion o efecto del desplazamiento de un cuerpo en un
lapso de tiempo con respeto a otro que se supone fijo.

TRAYECTORIA

Es la linea geométrica descrita por las distintas posi-
ciones que va ocupando un punto o cuerpo, que se
mueve en un lapso de tiempo.

Segun la trayectoria del movimiento puede ser:

a) Rectilineo b) Curvilineo

¢) Circuferencial d) Parabolico

CLASES DE MOVIMIENTO

a) Uniforme b) Variado

¢) Uniformemente variado

MOVIMIENTO RECTILINEO UNIFORME
(M.R.U))

v=X Unidades SI: %

Donde:
V = velocidad o rapidez.
e = distancia recorrida en el timpo “t”.

t = tiempo que dura el movimiento.

MOVIMIENTO VARIADO

Cuando su velocidad o rapidez varia desordenada-
mente.

VELOCIDAD O RAPIDEZ MEDIA

Es un promedio de las rapideses de un movil.

MOVIMIENTO RECTILINEO UNIFORMEMENTE
VARIADO (M.R.U.V.)

AV:Vf—V.
i

AV = variacion de la rapidez o velocidad.

V; = velocidad o rapidez final.

V, = velocidad o rapidez inicial.

ACELERACION

Unidades SI: 1L
52

RAPIDEZ FINAL CON VELOCIDAD INICIAL

Vp=V +a.t
1

Unidades: V =1 at:E2 ©t=s
s

>
S

ESPACIO “e” RECORRIDO CON ACELERACION
Y VELOCIDAD INICIAL

e=VA.t:L-a\.t2
2

cuando V. =0: e=i-a.t2
1 2
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VELOCIDAD FINAL “V.” EN FUNCION DE
V.,a, e
1

VZ=V2+2 . a.e
f i

MOVIMIENTO VERTICAL

Es el movimiento de un cuerpo que sigue la direc-
cion radial de la Tierra. El movimiento es uniforme-
mente variado, la aceleracion es la aceleracion de la
gravedad (g = 9,8 m/s?). Cuando el movimiento es
“hacia arriba”, la aceleracion “g” es negativa, cuando
el movimiento es “hacia abajo”, la aceleracion “g” es

positiva.

MOVIMIENTO COMPUESTO

h=V. .t=+gt
Ve=V, zgt
V2= V24 2gh

Donde:
h: altura de subida o de caida

g: aceleracion de la gravedad (9,8 m/s? o 32
pies/s?). De subida (-), de bajada (+).

Es aquel en el cual existen simultdneamente 2 o mas tipos de movimiento. Por ejemplo: movimiento hori-

zontal y vertical a la vez.

PRINCIPIO DE LA INDEPENDENCIA DE LOS
MOVIMIENTOS (Principios de Galileo)

“Si un cuerpo tiene movimiento compuesto, cada
uno de los movimientos se cumple como si los demas
no existieran”.

MOVIMIENTO PARABOLICO (Introduccién a la
balistica)

El movimiento de un proyectil en el vacio resulta de
la composicion de un movimiento horizontal rectili-
neo y uniforme, y un movimiento vertical uniforme-
mente variado por la accion de la aceleracion de la
gravedad.

CARACTERISTISTICAS DEL MOVIMIENTO
PARABOLICO

Ay
A\ Vv
y__ X
- Vx
A 4 H V}f
Vi d !
W ] i
. s
R
- D —¥—>|_\
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a) Forma de la trayectoria: “parabola”.

b) Velocidad del movimiento horizontal V.
CONSTANTE

V. =V..cosa
X 1

¢)Velocidad vertical Vy: UNIFORMEMENTE
VARIADA

1) Rapidez vertical inicial:

V. =V..sena
iy i

2)Rapidez vertical en un punto cualquiera de la
trayectoria, de acuerdo al tiempo.

V. =V.sena xg.t
y 1

d) Tiempo “t” de vuelo cuando “H” decrece hasta
cero.

H=V..sen0L-L.g4t2
! 2

Entonces, cuando H = 0:

2Vi .sen o

g8

t

e) Tiempo para alcanzar su maxima altura “H”.
La altura es maxima cuando Vy =0
= V_=V..seno-gt
y 1

de donde y considerando Vy =0

El alcance vertical es maximo cuando o = 90°

g) Alcance horizontal “D”

Vi2 .sen2 o
H =

2g

El alcance horizontal es maximo cuando o = 45°

MOVIMIENTO CIRCUNFERENCIAL UNIFORME
(M.C.U.)

Es aquel en el cual la trayectoria es una circunferen-
cia; barre arcos y barre angulos iguales en tiempos
iguales.

PERIODO

Es el tiempo “t” que tarda un movil en dar una vuelta
a una revolucion a la circunferencia.

Velocidad lineal “V”:

arco “L”

t

[T E)

Velocidad angular “w

angulo “a”
0=
t

Unidades SI: rzl_d

<

VELOCIDAD O RAPIDEZ ANGULAR Y
PERIODO

Siendo “T” el periodo o tiempo empleado por un
movil en dar una vuelta(2w radianes), la velocidad
angular es:
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